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Özet: Bu çalışmada, davranışı Urysohn tür integral denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonları 

üzerinde integral kısıt olan kontrol sistem incelenmektedir. Mümkün kontrol fonksiyonlar 

𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑚)  (𝑝 > 1)  uzayının merkezi orijinde olan 𝑟  yarıçaplı kapalı yuvarından seçilmektedir. 

Sistemin yörüngesi verilen denklemi hemen hemen her yerde sağlayan çok değişkenli integrallenebilir 

fonksiyon olarak tanımlanmaktadır. Yörüngeler kümesinin çapı için bir üst sınır elde edilmiş, 

yörüngeler kümesinin 𝑟 ‘ye göre Lipschitz sürekli olduğu kanıtlanmıştır.  
  

  

On the Properties of the Set of Trajectories of the Control System with Integrable 

Trajectories and Limited Control Resources 
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Abstract: In this paper the control system given by Urysohn type integral equation with integral 

constraint on the control functions is studied. The admissible control functions are chosen from the 

closed ball of the space 𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑚)  (𝑝 > 1) centered at the origin with radius 𝑟. The trajectory of the 

system is defined as a multivariable integrable function which satisfies the system’s equation almost 

everywhere. An upper evaluation for diameter of the set of trajectories is obtained and it is proved 

that the set of trajectories is Lipschitz continuous with respect to 𝑟.  
  

 

1. GİRİŞ 

Kontrol sistemler fiziğin, mekaniğin, uzay 

navigasyonunun, ekonominin, sosyolojinin farklı alanlarında 

ortaya çıkmaktadır ve kontrol etkinin karakterine göre kontrol 

fonksiyonları geometrik kısıtlı kontrol sistemler, kontrol 

fonksiyonları integral kısıtlı kontrol sistemler ve kontrol 

fonksiyonları karma kısıtlı kontrol sistemler olarak 

sınıflandırılmaktadırlar. Kontrol fonksiyonları geometrik 

kısıtlı kontrol sistemler, kontrol sistemler teorisinin geniş 

biçimde incelenmiş dallarından birdir (Deimling, 1992; 

Kalman, 1963; Krasovskii & Subbotin, 1988; Pontryagin ve 

ark., 1962). Kontrol fonksiyonları üzerinde integral 

kısıtlamalar, genelde kullanırken tükenen kontrol etkilerde, 

örneğin enerji, yakıt, finans gibi kontrol etkilerde ortaya 

çıkmaktadır (Conti, 1974; Guseinov & Nazlipinar, 2007; 

Gusev & Zykov, 2017; Ibragimov ve ark., 2021; Krasovskii, 

1968; Kostousova, 2020; Subbotin & Ushakov, 1975; 

Subbotin & Subbotina, 1975; Ukhobotov & Izmestyev, 

2018). Kontrol fonksiyonu integral kısıtlı iken, bu fonksiyon 

geometrik kısıtlı olmayabilir. Bu durumdan dolayı, kontrol 

fonksiyonları integral kısıtlı olan kontrol sistemlerin 

araştırılması ek zorluklar çıkarmakta ve bu araştırmalarda 

spesifik yöntemlerin kullanılması gerekmektedir. 

İntegral denklemler, teori ve uygulamalarda karşılaşılan 

süreçlerin davranışlarının matematiksel modellerinin 

oluşturulmasında kullanılan uygun araçlardan biridir (Brauer, 

1975; Krasnoselskii & Krein, 1955; Polyanin & Manzhirov, 

1998; Urysohn, 1923). Verilen sürecin matematiksel 

modelinin integral denklem ile tasvir edilmesi, diferansiyel 

denklemlerle verilen modellere göre daha fazla avantaj 

sağlamaktadır. Örneğin, diferansiyel denklem ile verilen 

modellerde sistemin yörüngesinin diferansiyellenebilir 

fonksiyon olması gerekirken, integral denklemlerle verilen 

modellerde yörüngeler sadece sürekli veya integrallenebilir 
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fonksiyonlar olabilir. Bu çalışmada davranışı Urysohn 

integral denklemi ile tasvir edilen kontrol sistem ele 

alınmıştır. Kontrol fonksiyonlar 𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑚)  (𝑝 > 1) 

uzayının merkezi orijinde 𝑟  yarıçaplı kapalı yuvarından 

seçilmektedir. Mümkün kontrol fonksiyonun ürettiği 

yörünge, sistemin denklemini hemen hemen her yerde 

sağlayan çok değişkenli ve integrallenebilir fonksiyon olarak 

tanımlanmaktadır. Davranışı farklı tür integral denklemlerle 

verilen ve kontrol fonksiyonları üzerinde integral kısıtlama 

olan kontrol sistemlerin yörüngeler kümesinin çeşitli 

topolojik özellikleri ve yaklaşık inşası N. Huseyin (2015), N. 

Huseyin ve ark. (2018), N. Huseyin ve ark. (2020), A. 

Huseyin (2022) çalışmalarında incelenmektedir. 

Makalenin yapısı aşağıdaki biçimdedir: 2. Bölümde daha 

sonraki araştırmalarda kullanılacak olan temel koşullar ve 

önermeler verilmiştir. 3. Bölümde sistemin yörüngeler 

kümesinin çapı için bir üst sınır elde edilmiştir (Teorem 3.1). 

4. Bölümde yörüngeler kümesinin  𝑟  ‘ye göre Lipschitz 

sürekli olduğu kanıtlanmıştır (Teorem 4.1). 

 

2. SİSTEMİN TASVİRİ 

Davranışı  

𝑦(𝜔) = 𝑔(𝜔, 𝑦(𝜔)) + ∫ 𝐹(𝜔, 𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑤(𝑠))𝑑𝑠
𝐸

               (1) 

Urysohn tür integral denklem ile verilen kontrol sistem ele 

alınmaktadır. Burada 𝜔 ∈ 𝐸,  𝑦(𝜔) ∈ 𝑅𝑛  faz vektörü, 

𝑤(𝑠) ∈ 𝑅𝑚  kontrol vektörüdür, 𝐸 ⊂ 𝑅𝑘 kompakt kümedir. 

Verilen 𝑝 > 1 ve 𝑟 ≥ 0 için  

𝑊𝑝,𝑟 = {𝑤(∙) ∈ 𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑚): ‖𝑤(∙)‖𝑝 ≤ 𝑟}  

olarak tanımlı 𝑊𝑝,𝑟 kümesine mümkün kontrol fonksiyonları 

kümesi, her 𝑤(∙) ∈ 𝑊𝑝,𝑟  fonksiyonuna ise mümkün kontrol 

fonksiyonu denir. Burada  𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑚) Lebesgue ölçülebilir ve 

‖𝑤(∙)‖𝑝 < ∞  olacak biçimdeki 𝑤(∙): 𝐸 → 𝑅𝑚  fonksiyonlar 

uzayı, ‖𝑤(∙)‖𝑝 = (∫ ‖𝑤(𝑠)‖𝑝 𝑑𝑠
𝐸

)
1

𝑝 ,  ‖∙‖  Euclid normu 

göstermektedir. 

 

Açıktır ki, 𝑊𝑝,𝑟  mümkün kontrol fonksiyonlar kümesi 

𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑚)  uzayının merkezi orijinde 𝑟  yarıçaplı kapalı 

yuvarıdır. 

(1) denkleminde verilen fonksiyonların aşağıdaki koşulları 

sağladığı varsayılmaktadır: 

2.A. Her sabitlenmiş 𝑦 ∈ 𝑅𝑛  için 𝑔(∙ , 𝑦): 𝐸 → 𝑅𝑛 

fonksiyonu Lebesgue ölçülebilir fonksiyon, 𝑔(∙ , 0) ∈

𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑛), her 𝑦1 ∈ 𝑅𝑛  ve 𝑦2 ∈ 𝑅𝑛  için  ve hemen hemen 

(h.h.) her 𝜔 ∈ 𝐸 için 

‖𝑔(𝜔, 𝑦1) − 𝑔(𝜔, 𝑦2 )‖ ≤ 𝑘0(𝜔)‖𝑦1 − 𝑦2‖ 

olacak biçimde  𝑘0(∙) ∈ 𝐿∞(𝐸; 𝑅1)  fonksiyonu vardır. 

Burada  𝐿∞(𝐸; 𝑅1) Lebesgue ölçülebilir ve ‖𝑤(∙)‖∞ < +∞  

olacak biçimdeki 𝑤(∙): 𝐸 → 𝑅1  fonksiyonlar uzayı, 

‖𝑤(∙)‖∞ = 𝑖𝑛𝑓{𝑐 > 0: ℎ. ℎ.  𝑠 ∈ 𝐸  𝑖ç𝑖𝑛 ‖𝑤(𝑠)‖ ≤ 𝑐} 

olarak tanımlıdır; 

2.B. Her (𝑦, 𝑤) ∈ 𝑅𝑛 × 𝑅𝑚   için 𝐹(∙ , ∙, 𝑦, 𝑤): 𝐸 × 𝐸 → 𝑅𝑛 

Lebesgue ölçülebilir fonksiyon,  𝐹(∙ , ∙ , 0, 0) ∈ 𝐿𝑝(𝐸 ×

𝐸; 𝑅𝑛),  

∫ (∫𝑘𝑖(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

𝑝

𝑞

𝐸

𝑑𝜔 < +∞   ,     𝑖 = 1,2    

olmak üzere  keyfi (𝜔, 𝑠, 𝑦1 , 𝑤1) ∈ 𝐸 × 𝐸 × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑚 ,  

(𝜔, 𝑠, 𝑦2 , 𝑤2) ∈ 𝐸 × 𝐸 × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑚  ve h.h. (𝜔, 𝑠) ∈ 𝐸 × 𝐸 

için 

‖𝐹(𝜔, 𝑠, 𝑦1, 𝑤1) − 𝐹(𝜔, 𝑠, 𝑦2 , 𝑤2)‖  

                   ≤ 𝑘1(𝜔, 𝑠)‖𝑦1 − 𝑦2‖ + 𝑘2(𝜔, 𝑠)‖𝑤1 − 𝑤2‖                                                                     

olacak biçimde   𝑘𝑖(∙ , ∙): 𝐸 × 𝐸 → [0, +∞) ,  (𝑖 = 1, 2),  

fonksiyonları vardır. Burada 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ;   

2.C.   

𝛼0 = ‖𝑘0 ∙)‖∞ ,                                                                          (2) 

𝛼𝑖 = (∫ (∫𝑘𝑖(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

𝑝

𝑞

𝐸

𝑑𝜔)

1

𝑝

,       𝑖 = 1, 2                 (3) 

olmak üzere 5𝑝−1[𝛼0
𝑝

+ 𝛼1
𝑝

] < 1  eşitsizliği sağlanmaktadır. 

Şimdi (1) sisteminin 𝑤(⋅) ∊ 𝑊𝑝,𝑟  mümkün kontrol 

fonksiyonu tarafından üretilen yörüngesini tanımlayalım.   

H.h. her 𝜔 ∈ 𝐸  için (1) denklemini sağlayan 𝑦(⋅) ∈

𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑛)  fonksiyonuna, (1) sisteminin 𝑤(⋅) ∊ 𝑊𝑝,𝑟 

mümkün kontrol fonksiyonu tarafından üretilmiş yörüngesi 

denir. (1) sisteminin tüm 𝑤(⋅) ∊ 𝑊𝑝,𝑟  mümkün kontrol 
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fonksiyonları tarafından üretilen yörüngeler kümes 𝑌𝑝,𝑟  

olarak gösterilir ve bu kümeye (1) sisteminin yörüngeler 

kümesi denir. 

Aşağıdaki önermeler 2.A-2.C koşulları kullanılarak kanıtlanır 

ve bu önermelerin kanıtları A. Huseyin (2022) ‘de 

bulunmaktadır. 

Önerme 2.1. (A. Huseyin, 2022). Her 𝑤(⋅) ∊ 𝑊𝑝,𝑟 mümkün 

kontrol fonksiyonu (1) sisteminin tek 𝑦(⋅) ∊ 𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑛) 

yörüngesini üretir. 

𝑐1 = ‖𝑓(∙ , 0)‖𝑝 = (∫‖𝑓(𝜔, 0)‖𝑝𝑑𝜔
𝐸

)

1

𝑝

 ,    

𝑐2 = ‖𝐹(∙ ,∙ ,0, 0)‖𝑝 = (∫ ∫‖𝐹(𝜔, 𝑠, 0,0)‖𝑝𝑑𝑠 𝑑𝜔
𝐸𝐸

)

1

𝑝

    

olmak üzere 

𝛽∗ = (
5𝑝−1[𝑐1

𝑝
+ 𝑟𝑝𝛼2

𝑝
+ 𝑐2

𝑝
𝜇(𝐸)𝑝−1]

1 − 5𝑝−1[𝛼0
𝑝

+ 𝛼1
𝑝

]
)

1

𝑝

 

olsun. Burada 𝜇(𝐸)  gösterimi 𝐸  kümesinin Lebesgue 

ölçümünü ifade etmektedir. Bu durumda yörüngeler 

kümesinin sınırlılığını gösteren aşağıdaki önerme doğrudur. 

 
Önerme 2.2. (A. Huseyin, 2022). Her 𝑦(⋅) ∊ 𝑌𝑝,𝑟 için   

∥ 𝑦(⋅) ∥𝑝≤ 𝛽∗        

eşitsizliği doğrudur.  

(𝑍, 𝑑𝑍(⋅ , ⋅))   metrik uzay olsun. Bu durumda 𝑄 ⊂ 𝑍   ve  

𝑃 ⊂ 𝑍 kümeleri arasında Hausdorff uzaklığı ℎ𝑍(𝑄, 𝑃) olarak 

gösterilir ve 

ℎ𝑍(𝑄, 𝑃) = max  { 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑄  𝑑𝑍(𝑥, 𝑃) , 𝑠𝑢𝑝𝑦∈𝑃  𝑑𝑍(𝑦, 𝑄)} 

olarak tanımlanır. Burada 𝑑𝑍(𝑥, 𝑃) = inf  {𝑑𝑍(𝑥, 𝑦): 𝑦 ∈ 𝑃}.   

Ayrıca 𝑄 ⊂ 𝑍 kümesinin çapı 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄) olarak gösterilir ve  

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄) = 𝑠𝑢𝑝{𝑑𝑍(𝑥, 𝑦): 𝑥 ∈ 𝑍, 𝑦 ∈ 𝑍}  

olarak tanımlanır. 

 𝑏(𝑍)  ile (𝑍, 𝑑𝑍(⋅ , ⋅))   metrik uzayının tüm boşttan farklı 

sınırlı alt kümeleri ailesi gösterilmektedir. Bu durumda 

(𝑏(𝑍), ℎ𝑍(⋅ , ⋅))  pseudometrik uzay olur. Burada ℎ𝑍(⋅ , ⋅),  

(𝑍, 𝑑𝑍(⋅ , ⋅))  metrik uzayının alt kümeleri arasındaki 

Hausdorff uzaklığı göstermektedir (Hu & Papageorgiou, 

1997; Kelly, 1975). 

(𝑋, 𝑑𝑋(⋅ , ⋅))  ve (𝑍, 𝑑𝑍(⋅ , ⋅))  metrik uzaylar, 𝛷(⋅) ∶ 𝑋 →

𝑏(𝑍)  küme değerli dönüşüm olsun. Eğer keyfi  𝑥1 ∈ 𝑋  ve 

𝑥2 ∈ 𝑋 için 

ℎ𝑍(𝛷(𝑥1), 𝛷(𝑥2)) ≤ 𝑀0 ⋅ 𝑑𝑋(𝑥1 , 𝑥2) 

olacak biçimde 𝑀0 > 0  varsa, o halde 𝛷(⋅)   küme değerli 

dönüşümü 𝑀0 sabiti ile Lipschitz süreklidir denir. 

𝐺 ⊂ 𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑛)  ve 𝐷 ⊂ 𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑛)  arasındaki Hausdorff 

uzaklığı ise ℎ𝑝(𝐺, 𝐷) olarak gösterilir. 

 

3. YÖRÜNGELER KÜMESİNİN ÇAPI  

𝛼0,  𝛼1 ve  𝛼2  sırasıyla (2) ve (3)  ile tanımlanmak üzere 

𝛾∗(𝑝, 𝑟) =
2 ∙ 3

𝑝−1

𝑝 𝛼2𝑟

[1 − 3𝑝−1(𝛼0
𝑝

+ 𝛼1
𝑝

)]
1

𝑝

                                        (4) 

olsun. 

Aşağıdaki teorem,  (1) sisteminin 𝑌𝑝,𝑟 yörüngeler kümesinin 

çapı için bir üst değerlendirme vermektedir. 

Teorem 3.1.  

𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝑌𝑝,𝑟) ≤  𝛾∗(𝑝, 𝑟)  

eşitsizliği doğrudur. Burada 𝛾∗(𝑝, 𝑟)  sayısı (4) eşitliği ile 

tanımlıdır. 

Kanıt. 𝑦1(∙) ∈ 𝑌𝑝,𝑟   ve  𝑦2(∙) ∈ 𝑌𝑝,𝑟   (1) sisteminin uygun 

olarak  𝑤1(∙) ∈ 𝑊𝑝,𝑟  ve  𝑤2(∙) ∈ 𝑊𝑝,𝑟  kontrol fonksiyonları 

tarafından üretilen yörüngeleri olsun. O zaman 2.A, 2.B 

koşulları, 𝑤1(∙) ∈ 𝑊𝑝,𝑟  , 𝑤2(∙) ∈ 𝑊𝑝,𝑟   içermeleri, Hölder 

eşitsizliği ve (2) gereği, h.h. 𝜔 ∈ 𝐸 için  

‖𝑦1(𝜔) − 𝑦2(𝜔)‖ ≤ ‖𝑓(𝜔, 𝑦1(𝜔)) − 𝑓(𝜔, 𝑦2(𝜔))‖ 

       + ∫‖𝐹(𝜔, 𝑠, 𝑦1(𝑠), 𝑤1(𝑠)) − 𝐹(𝜔, 𝑠, 𝑦2(𝑠), 𝑤2(𝑠))‖𝑑𝑠
𝐸

 

≤ 𝑘0(𝜔)‖𝑦1(𝜔) − 𝑦2(𝜔)‖ + ∫𝑘1(𝜔, 𝑠)‖𝑦1(𝑠) − 𝑦2(𝑠)‖𝑑𝑠
𝐸

 

        + ∫𝑘2(𝜔, 𝑠)‖𝑤1(𝑠) − 𝑤2(𝑠)‖𝑑𝑠
𝐸
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≤ 𝛼0‖𝑦1(𝜔) − 𝑦2(𝜔)‖ + (∫𝑘1(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞

∙ (∫‖𝑦1(𝑠) − 𝑦2(𝑠)‖𝑝𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑝

 

        + (∫𝑘2(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞

∙ (∫‖𝑤1(𝑠) − 𝑤2(𝑠)‖𝑝𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑝

 

≤ 𝛼0‖𝑦1(𝜔) − 𝑦2(𝜔)‖ + (∫𝑘1(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞

 

        ∙ ‖𝑦1(∙) − 𝑦2(∙)‖𝑝 + 2𝑟 (∫𝑘2(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞

 

olduğu elde edilir. Son eşitsizlikten h.h. 𝜔 ∈ 𝐸 için 

‖𝑦1(𝜔) − 𝑦2(𝜔)‖𝑝 

≤ 3𝑝−1 {𝛼0
𝑝‖𝑦1(𝜔) − 𝑦2(𝜔)‖𝑝 + (∫𝑘1(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠

𝐸

)

𝑝

𝑞

 

            ∙ ‖𝑦1(∙) − 𝑦2(∙)‖𝑝
𝑝

+ 2𝑝𝑟𝑝 ∙ (∫𝑘2(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

𝑝

𝑞

} 

olur. Son eşitsizliğin 𝐸 kümesi üzerinde integralini alırsak, 

(3) gereği 

‖𝑦1(∙) − 𝑦2(∙)‖𝑝
𝑝

≤ 3𝑝−1{𝛼0
𝑝

∙ ‖𝑦1(∙) − 𝑦2(∙)‖𝑝
𝑝

  

+ ∫ (∫𝑘1(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

𝑝

𝑞

𝑑𝜔
𝐸

∙ ‖𝑦1(∙) − 𝑦2(∙)‖𝑝
𝑝
 

             +2𝑝𝑟𝑝 ∙ ∫ (∫𝑘2(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

𝑝

𝑞

𝑑𝜔
𝐸

} 

= 3𝑝−1{𝛼0
𝑝‖𝑦1(∙) − 𝑦2(∙)‖𝑝

𝑝
+ 𝛼1

𝑝‖𝑦1(∙) − 𝑦2(∙)‖𝑝
𝑝

+ 2𝑝𝑟𝑝𝛼2
𝑝

} 

olarak bulunur. Buradan, 2.C koşulundan ve (4) ‘ten ise 

‖𝑦1(∙) − 𝑦2(∙)‖𝑝 ≤
2 ∙ 3

𝑝−1

𝑝 𝛼2𝑟

[1 − 3𝑝−1(𝛼0
𝑝

+ 𝛼1
𝑝

)]
1

𝑝

= 𝛾∗(𝑝, 𝑟) 

olduğu bulunur. 𝑦1(∙) ∈ 𝑌𝑝,𝑟  ve  𝑦2(∙) ∈ 𝑌𝑝,𝑟  (1) sisteminin 

keyfi seçilmiş yörüngeleri olduğundan, teoremin kanıtı son 

eşitsizlikten elde edilir. 

 

4. YÖRÜNGELER KÜMESİNİN 𝒓  ‘YE GÖRE 

LIPSCHITZ SÜREKLİLİĞİ  

𝐵𝑝(1) = {𝑦(⋅) ∈ 𝐿𝑝(𝐸; 𝑅𝑛) : ∥ 𝑦(⋅) ∥𝑝≤ 1},                       (5)  

𝐿∗ =
3

𝑝−1

𝑝 𝛼2

[1 − 3𝑝−1(𝛼0
𝑝

+ 𝛼1
𝑝

)]
1

𝑝

                                                  (6) 

olsun. Bu bölümde sabitlenmiş 𝑝 > 1  için 𝑟 → 𝑌𝑝,𝑟 , 𝑟 ∈

[0, +∞), küme değerli dönüşümünün 𝐿∗ sabiti ile Lipschitz 

sürekli olduğu kanıtlanacaktır.  

Teorem 4.1. Sabitlenmiş 𝑝 > 1 için 𝑟 → 𝑌𝑝,𝑟 , 𝑟 ∈ [0, +∞), 

küme değerli dönüşümü 𝐿∗  sabiti ile Lipschitz süreklidir, 

yani keyfi 𝑟1 ∊ [0, +∞) , 𝑟2 ∊ [0, +∞) için  

ℎ𝑝(𝑌𝑝,𝑟1
 , 𝑌𝑝,𝑟2

) ≤ 𝐿∗|𝑟1 − 𝑟2| 

eşitsizliği doğrudur. Burada  𝐿∗ sayısı (6) ile tanımlıdır. 

 

Kanıt. Genelliği bozmaksızın 𝑟1 < 𝑟2 olduğunu varsayalım. 

Bu durumda  

𝑌𝑝,𝑟1
⊂ 𝑌𝑝,𝑟2

                                                                                 (7) 

olur. Şimdi keyfi 𝑦∗(⋅) ∊ 𝑌𝑝,𝑟2
 yörüngesi alalım ve bu 

yörüngenin 𝑤∗(⋅) ∊ 𝑊𝑝,𝑟2
 mümkün kontrol fonksiyonu 

tarafından üretildiğini varsayalım. 

𝑤̃(𝑠) =  
𝑟1

𝑟2

𝑤∗(𝑠), 𝑠 ∈ 𝐸,                                                  (8) 

olmak üzere yeni  𝑤̃(⋅): 𝐸 → 𝑅𝑚   kontrol fonksiyonu 

tanımlayalım. 𝑤∗(⋅) ∊ 𝑊𝑝,𝑟2
 olduğundan, (8) 

eşitliğinden  𝑤̃(⋅) ∊ 𝑊𝑝,𝑟1
olduğu bulunur. (1) sisteminin 

𝑦̃(⋅): 𝐸 → 𝑅𝑛  yörüngesinin, 𝑤̃(⋅) ∊ 𝑊𝑝,𝑟1
kontrol fonksiyonu 

tarafından üretilen yörünge olduğunu varsayalım. O halde 

𝑦̃(⋅) ∊ 𝑌𝑝,𝑟1
 olur. 2.A, 2.B koşullarından, 𝑤∗(⋅) ∊ 𝑊𝑝,𝑟2

 

içermesinden, Hölder eşitsizliğinden, (1), (2) ve (8) ‘den h.h. 

𝜔 ∈ 𝐸 için 

∥ 𝑦̃(𝜔) − 𝑦∗(𝜔) ∥≤ 𝑘0(𝜔) ∥ 𝑦̃(𝜔) − 𝑦∗(𝜔) ∥ 

≤ ∫𝑘1(𝜔, 𝑠)‖𝑦̃(𝑠) − 𝑦∗(𝑠)‖𝑑𝑠
𝐸

 

      + ∫𝑘2(𝜔, 𝑠)‖𝑤̃(𝑠) − 𝑤∗(𝑠)‖𝑑𝑠
𝐸

 

≤ 𝛼0 ∥ 𝑦̃(𝜔) − 𝑦∗(𝜔) ∥ + ∫ 𝑘1(𝜔, 𝑠)‖𝑦̃(𝑠) − 𝑦∗(𝑠)‖𝑑𝑠
𝐸

 

     + ∫ 𝑘2(𝜔, 𝑠) ‖
𝑟1

𝑟2

𝑤∗(𝑠) − 𝑤∗(𝑠)‖ 𝑑𝑠
𝐸

 

= 𝛼0 ∥ 𝑦̃(𝜔) − 𝑦∗(𝜔) ∥ + ∫ 𝑘1(𝜔, 𝑠)‖𝑦̃(𝑠) − 𝑦∗(𝑠)‖𝑑𝑠
𝐸

 

     +
|𝑟1 − 𝑟2|

𝑟2

∫𝑘2(𝜔, 𝑠)‖𝑤∗(𝑠)‖𝑑𝑠
𝐸

 

≤ 𝛼0 ∥ 𝑦̃(𝜔) − 𝑦∗(𝜔) ∥ + (∫𝑘1(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞
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     ∙ (∫‖𝑦̃(𝑠) − 𝑦∗(𝑠)‖𝑝𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑝

 

     +
|𝑟1 − 𝑟2|

𝑟2

(∫𝑘2(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞

∙ (∫‖𝑤∗(𝑠)‖𝑝𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑝

 

≤ 𝛼0 ∥ 𝑦̃(𝜔) − 𝑦∗(𝜔) ∥ 

      + (∫𝑘1(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞

∙  ‖𝑦̃(∙) − 𝑦∗(∙)‖𝑝 

      +
|𝑟1 − 𝑟2|

𝑟2

(∫𝑘2(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞

∙ 𝑟2 

= 𝛼0 ∥ 𝑦̃(𝜔) − 𝑦∗(𝜔) ∥ 

      + (∫𝑘1(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞

∙  ‖𝑦̃(∙) − 𝑦∗(∙)‖𝑝 

      +|𝑟1 − 𝑟2| ∙ (∫𝑘2(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

1

𝑞

 

olduğu elde edilir. Buradan, h.h. 𝜔 ∈ 𝐸 için 

∥ 𝑦̃(𝜔) − 𝑦∗(𝜔) ∥𝑝 

≤ 3𝑝−1 ∙ {𝛼0
𝑝

∥ 𝑦̃(𝜔) − 𝑦∗(𝜔) ∥𝑝+ (∫𝑘1(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

𝑝

𝑞

 

     ∙ ‖𝑦̃(∙) − 𝑦∗(∙)‖𝑝
𝑝

+ |𝑟1 − 𝑟2|𝑝 ∙ (∫𝑘2(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

𝑝

𝑞

} 

olur. Son eşitsizliğin 𝐸 kümesi üzerinde integralini alırsak, 

(2) ve (3) ‘ten 

 

‖𝑦̃(∙) − 𝑦∗(∙)‖𝑝
𝑝

≤ 3𝑝−1 ∙ {𝛼0
𝑝‖𝑦̃(∙) − 𝑦∗(∙)‖𝑝

𝑝
 

 

+ ‖𝑦̃(∙) − 𝑦∗(∙)‖𝑝
𝑝

∙ ∫ (∫ 𝑘1(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

𝑝

𝑞

𝑑𝜔
𝐸

 

 

               +|𝑟1 − 𝑟2|𝑝 ∙ ∫ (∫𝑘2(𝜔, 𝑠)𝑞𝑑𝑠
𝐸

)

𝑝

𝑞

𝑑𝜔 
𝐸

} 

 

= 3𝑝−1 ∙ {𝛼0
𝑝‖𝑦̃(∙) − 𝑦∗(∙)‖𝑝

𝑝
+ 𝛼1

𝑝‖𝑦̃(∙) − 𝑦∗(∙)‖𝑝
𝑝

+ 𝛼2
𝑝|𝑟1 − 𝑟2|𝑝} 

 

olarak bulunur. Elde ettiğimiz son eşitsizlik, 2.C koşulu ve (6) 

‘dan 

∥ 𝑦̃(⋅) − 𝑦∗(⋅) ∥𝑝 ≤
3

𝑝−1

𝑝 𝛼2

[1 − 3𝑝−1(𝛼0
𝑝

+ 𝛼1
𝑝

)]
1

𝑝

∙ |𝑟1 − 𝑟2| 

                               = 𝐿∗ ∙ |𝑟1 − 𝑟2|                                            (9) 

olur.  

Böylece, (9) gereği, her 𝑦∗(⋅) ∊ 𝑌𝑝,𝑟2
 için  

∥ 𝑦̃(⋅) − 𝑦∗(⋅) ∥𝑝 ≤ 𝐿∗ ∙ |𝑟1 − 𝑟2| 

eşitsizliğini sağlayacak biçimde 𝑦̃(⋅) ∊ 𝑌𝑝,𝑟1
  vardır. Bu ise  

𝑌𝑝,𝑟2
⊂ 𝑌𝑝,𝑟1

+ 𝐿∗|𝑟1 − 𝑟2| ⋅ 𝐵𝑝(1)                                                (10) 

olması demektir. Burada 𝐵𝑝(1) kümesi (5) ile tanımlıdır. Son 

olarak, teoremin kanıtı (7) ve (10) kapsamalarından elde 

edilir. 

 

5. SONUÇ 

Yörüngeler kümesinin kontrol kaynağın sınırını 

belirleyen 𝑟  parametresine Lipschitz sürekli bağımlılığı, 

kontrol sürecin matematiksel modelinin oluşumunda 𝑟 

parametresinin bulunmasında oluşabilecek küçük hataların, 

kontrol sistemin yörüngeler kümesini az etkileyeceğini 

göstermektedir. Yörüngeler kümesinin çapı için elde edilmiş 

üst değerlendirme, yörüngelerin sıfır kontrol kaynak 

kullanarak elde edilmiş yörüngeden maksimal kaymayı 

öngörmeyi sağlar. 
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