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Ozet: Bu ¢alismada, davranist Urysohn tiir integral denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlari
iizerinde integral kisit olan kontrol sistem incelenmektedir. Miimkiin kontrol fonksiyonlar
L,(E;R™) (p > 1) uzaymin merkezi orijinde olan r yarigapl kapali yuvarindan segilmektedir.
Sistemin yoriingesi verilen denklemi hemen hemen her yerde saglayan ¢ok degiskenli integrallenebilir
fonksiyon olarak tanimlanmaktadir. Yoriingeler kiimesinin ¢ap1 igin bir iist sinir elde edilmis,
yoriingeler kiimesinin r ‘ye gore Lipschitz stirekli oldugu kanitlanmigtir.

On the Properties of the Set of Trajectories of the Control System with Integrable

Trajectories and Limited Control Resources
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Abstract: In this paper the control system given by Urysohn type integral equation with integral
constraint on the control functions is studied. The admissible control functions are chosen from the
closed ball of the space L,,(E; R™) (p > 1) centered at the origin with radius r. The trajectory of the
system is defined as a multivariable integrable function which satisfies the system’s equation almost
everywhere. An upper evaluation for diameter of the set of trajectories is obtained and it is proved
that the set of trajectories is Lipschitz continuous with respect to r.
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1. GIRIS

Kontrol sistemler fizigin, mekanigin, uzay
navigasyonunun, ekonominin, sosyolojinin farkli alanlarinda
ortaya ¢ikmaktadir ve kontrol etkinin karakterine gére kontrol
fonksiyonlar1 geometrik kisitli kontrol sistemler, kontrol
fonksiyonlar1 integral kisitli kontrol sistemler ve kontrol
fonksiyonlar1 karma kisith kontrol sistemler olarak
siniflandirilmaktadirlar.  Kontrol fonksiyonlar1 geometrik
kisith kontrol sistemler, kontrol sistemler teorisinin genis
bicimde incelenmis dallarindan birdir (Deimling, 1992;
Kalman, 1963; Krasovskii & Subbotin, 1988; Pontryagin ve
ark.,, 1962). Kontrol fonksiyonlar1 {izerinde integral
kisitlamalar, genelde kullanirken tiikenen kontrol etkilerde,
ornegin enerji, yakit, finans gibi kontrol etkilerde ortaya
¢ikmaktadir (Conti, 1974; Guseinov & Nazlipinar, 2007,
Gusev & Zykov, 2017; Ibragimov ve ark., 2021; Krasovskii,
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1968; Kostousova, 2020; Subbotin & Ushakov, 1975;
Subbotin & Subbotina, 1975; Ukhobotov & Ilzmestyev,
2018). Kontrol fonksiyonu integral kisitli iken, bu fonksiyon
geometrik kisitli olmayabilir. Bu durumdan dolayi, kontrol
fonksiyonlar1 integral kisithh olan kontrol sistemlerin
arastirilmast ek zorluklar ¢ikarmakta ve bu arastirmalarda
spesifik yontemlerin kullanilmas1 gerekmektedir.

Integral denklemler, teori ve uygulamalarda karsilasilan
siireclerin  davraniglarinin =~ matematiksel ~ modellerinin
olusturulmasinda kullanilan uygun araglardan biridir (Brauer,
1975; Krasnoselskii & Krein, 1955; Polyanin & Manzhirov,
1998; Urysohn, 1923). Verilen siirecin matematiksel
modelinin integral denklem ile tasvir edilmesi, diferansiyel
denklemlerle verilen modellere gore daha fazla avantaj
saglamaktadir. Ornegin, diferansiyel denklem ile verilen
modellerde sistemin yoriingesinin  diferansiyellenebilir
fonksiyon olmas1 gerekirken, integral denklemlerle verilen
modellerde yoriingeler sadece siirekli veya integrallenebilir
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fonksiyonlar olabilir. Bu c¢alismada davranisi Urysohn
integral denklemi ile tasvir edilen kontrol sistem ele
alimmistir.  Kontrol fonksiyonlar L,(E;R™) (p >1)
uzaymin merkezi orijinde r yarigaplt kapali yuvarindan
secilmektedir. Miimkiin kontrol fonksiyonun irettigi
yoriinge, sistemin denklemini hemen hemen her yerde
saglayan ¢ok degiskenli ve integrallenebilir fonksiyon olarak
tanimlanmaktadir. Davranisi farkli tiir integral denklemlerle
verilen ve kontrol fonksiyonlari {izerinde integral kisitlama
olan kontrol sistemlerin yoriingeler kiimesinin g¢esitli
topolojik 6zellikleri ve yaklasik ingas1 N. Huseyin (2015), N.
Huseyin ve ark. (2018), N. Huseyin ve ark. (2020), A.
Huseyin (2022) ¢alismalarinda incelenmektedir.

Makalenin yapis1 asagidaki bigimdedir: 2. Bolimde daha
sonraki arastirmalarda kullanilacak olan temel kosullar ve
onermeler verilmistir. 3. Bolimde sistemin yoriingeler
kiimesinin ¢api i¢in bir iist sinir elde edilmistir (Teorem 3.1).
4. Bolimde yoriingeler kiimesinin r ‘ye gore Lipschitz
stirekli oldugu kanitlanmistir (Teorem 4.1).

2. SISTEMIN TASVIiRi

Davranisi

() = g(w,y(w)) + f Fw,s,y(s), w(s))ds &

Urysohn tiir integral denklem ile verilen kontrol sistem ele

alinmaktadir. Burada w € E, y(w) € R™ faz vektori,

w(s) € R™ kontrol vektoriidiir, E ¢ R¥ kompakt kiimedir.
Verilenp > 1ver > 0i¢in
Wpr = {w() € L,(E; R™): [lw(Oll, < 7}

olarak tanimli W, ,- kiimesine miimkiin kontrol fonksiyonlar1
kiimesi, her w(-) € W,,, fonksiyonuna ise miimkiin kontrol
fonksiyonu denir. Burada L,(E; R™) Lebesgue 6l¢iilebilir ve

[lw()ll, < o olacak bigimdeki w(-): E — R™ fonksiyonlar

1
uzay, wO)ll, = (Jlw()IP ds)?, |-l Euclid normu

gostermektedir.

Agiktir ki, W,, mimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesi
L,(E; R™) uzaymin merkezi orijinde r yarigapli kapali

yuvaridir.

(1) denkleminde verilen fonksiyonlarin asagidaki kosullari

sagladig1 varsayilmaktadir:
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2.A. Her Yy E€ER"™ i¢in g(,y):E - R"
g(,0) €

L,(E;R™), her y; € R" ve y, € R" igin ve hemen hemen

sabitlenmis

fonksiyonu Lebesgue o6lgiilebilir fonksiyon,

(h.h.) her w € E igin

lg(w,y1) = g(@,y)l < ko(@)llyr = y2ll

ko() € Lo (E; RY) fonksiyonu vardir.
Burada L. (E; RY) Lebesgue 6lgiilebilir ve [|[w(-)|lo < +o0
olacak bi¢imdeki w(-):E — R?
IwH)llew = inf{c > 0:h.h. s € E icin |[w(s)|| < c}

olacak bigimde

fonksiyonlar uzayi,

olarak tanimlidir;

2.B. Her (y,w) € R® X R™ i¢in F(-, -,y,w):E XE - R"
Lebesgue olgiilebilir fonksiyon, F(:, -, 0, 0) € L,(E X

E;R™),

P

q
j(jki(w,s)qu> dw < 4o , |
E E

keyfi (w,s,y,,w;) EE XE XR"XR™,
(w,s,9,,w,) EEXEXR"XR™ ve hh. (w,s) EEXE

1,2

olmak tizere

i¢in

”F(w! S, J’1:W1) - F(OJ, $,¥2 :WZ)”

< ki (@, $)lyr = y2ll + ka(w, )lwy — wy|

olacak bigimde k;(*, ):EXE - [0,+) , (i=1,2),
fonksiyonlar1 vardir. Burada 11—7 + ; =1,;
2.C.
ao = llko lco )
4 P
q
a; = J(Jki(w,s)qu) do ], i=12 3
E E

olmak iizere 57~ [al + al] < 1 esitsizligi saglanmaktadir.

Simdi miimkiin  kontrol

)

fonksiyonu tarafindan iiretilen yoriingesini tanimlayalim.

sisteminin - w(-) € W, .

H.h. her w € E i¢in (1) denklemini saglayan y(:) €
(1) W(')Evvp,r

miimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilmis yoriingesi

L,(E;R™) fonksiyonuna, sisteminin

denir. (1) sisteminin tim w(-) € W,,. miimkiin kontrol
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fonksiyonlari tarafindan {iretilen ydoriingeler kiimes Y, ..
olarak gosterilir ve bu kiimeye (1) sisteminin yoriingeler

kiimesi denir.

Asagidaki 6nermeler 2.A-2.C kosullari kullanilarak kanitlanir

ve bu Onermelerin kamtlart A. Huseyin (2022) ‘de

bulunmaktadir.

Onerme 2.1. (A. Huseyin, 2022). Her w(-) € W, , miimkiin
kontrol fonksiyonu (1) sisteminin tek y(-) € L,(E;R™)

yoriingesini Uretir.

1

¢ = IFC,0ll, = ( f If (w, 0)||vdw)".
E

1

p
c; = IFC,-,0,0), = (f fIIF(a), 5,0,0)||Pds da))
EYE

olmak tizere

1
8 = 5Pl + rPal + cf,u(E)p‘l])E
o 1-5r"1[a}l + a?]

olsun. Burada p(E) gosterimi E kiimesinin Lebesgue
Olglimiinii ifade etmektedir. Bu durumda yoriingeler
kiimesinin sinirliligini gdsteren asagidaki 6nerme dogrudur.

Onerme 2.2. (A. Huseyin, 2022). Her y(-) € Y, , i¢in
lyC) ll,< B,
esitsizligi dogrudur.

(z,d,(-, -)) metrik uzay olsun. Bu durumda Q c Z ve
P c Z kiimeleri arasinda Hausdorff uzakligi h,(Q, P) olarak

gosterilir ve

hz(Q,P) = max { supyeq dz(x, P) , supyep dz(v, Q)}
olarak tanimlanir. Burada d;(x, P) = inf {d,(x,y):y € P}.
Ayrica Q C Z kiimesinin ¢ap1 diam(Q) olarak gosterilir ve
diam(Q) = sup{d;(x,y):x € Z, y € Z}

olarak tanimlanir.
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b(Z) ile (Z, d;(-, -)) metrik uzayinin tiim bosttan farkli
siirlt alt kiimeleri ailesi gosterilmektedir. Bu durumda
(b(2),hz(-, ) pseudometrik uzay olur. Burada h,(-, -),
(Z, d;(-, -)) metrik uzaymmn alt kiimeleri arasindaki
Hausdorff uzakligi gostermektedir (Hu & Papageorgiou,
1997; Kelly, 1975).

(X, dx(-, ) ve (Z,dz(-, -)) metrik uzaylar, ®() : X -
b(Z) kiime degerli doniisim olsun. Eger keyfi x; € X ve

X, € X i¢in

hz(d’(xl)“p(xz)) < My - dy(xy,x2)
olacak bi¢cimde M, > 0 varsa, 0 halde @(:) kiime degerli

doniistimii M, sabiti ile Lipschitz siireklidir denir.

G cL,(E;R™) ve DcL,(E;R") arasindaki Hausdorff
uzaklig1 ise h, (G, D) olarak gosterilir.

3. YORUNGELER KUMESININ CAPI

ay, @ Ve a, sirasiyla (2) ve (3) ile tanimlanmak {izere

p-1
2:3 7 a,r

Y.(p,7) = €))

1
[1—37"%(ag +a7)]?
olsun.

Asagidaki teorem, (1) sisteminin Y}, ,. yoriingeler kiimesinin
¢api i¢in bir Gst degerlendirme vermektedir.

Teorem 3.1.
diam (Yp‘r) < @)

esitsizligi dogrudur. Burada y,(p,r) sayisi (4) esitligi ile
tanimlidir.

Kamt. y,(1) €Yy, ve y,() €Yy, (1) sisteminin uygun
olarak w; () € W, ve w,(*) € W,, kontrol fonksiyonlar:
tarafindan iiretilen yoriingeleri olsun. O zaman 2.A, 2.B
kosullari, wy () € W, , w,(*) € W, icermeleri, Holder
esitsizligi ve (2) geregi, h.h. w € E i¢in

Iy1(@) = y2 ()l < [If (@, y1 (@) = f (@, y2 (@)l

+ J- ||F(a), 5, y:1(5), wl(s)) — F(a), s, y,(s), wz(s))”ds
< ko(@)ly1 (@) — y, (@)l + J’kl(wv Sy (s) —y2(s)llds

+ j ey (@, 9)Iw (5) — wy(s)llds
E
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< ayllyr (@) = y2 (@)1l + ( f Ky (o, s)qu)q
: ( f ly,(s) — yz(s)upds)p
E
+ ( f k(o s)quf : ( f wi(s) — w, (s)||ws)5

< aolly (@) — y2 (@)l + ( f (o, s)qu)q

1

1
q
Ny () =y Ol + 27 (J- k;(w, S)qu)
E
oldugu elde edilir. Son esitsizlikten h.h. w € E igin

lly1 (@) = y2 ()

<3771 agllys (@) — ya ()P + (f ki (o, S)qd5>q
E

p
q
My () = y2 Ol + 2PrP - <f ka(w, S)qd5>
E
olur. Son esitsizligin E kiimesi iizerinde integralini alirsak,
(3) geregi

ly1 () = 2Ol <377 Hag - llyi () =y Oy

14
+ fE (Lkl(w, s)qu>q dw - |ly, () — yz()llg

/2
a
+2prp-f (f kz(a),s)qu) dw
E E

= 37" Hagllyr () =y Ol + a? llyr () =y Ol
+ 2PrPal}
olarak bulunur. Buradan, 2.C kosulundan ve (4) ‘ten ise

p—1
2:37 ayr

Iy () =y Oll, < 1= v(7)

[1-3774(ag +a) P

oldugu bulunur. y;(*) € Y,, ve y,() €Yy, (1) sisteminin
keyfi se¢ilmis yoriingeleri oldugundan, teoremin kanit1 son
esitsizlikten elde edilir.

4, YORUNGELER KUMESININ r ‘YE GORE
LIPSCHITZ SUREKLILIGI
B,(1) = {y() € Ly(E;R™): Il y() < 1}, (5)
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p-1
37 a,

L,

(6)

1
[1-37"(ag +a])P

olsun. Bu béliimde sabitlenmis p > 1 i¢in r > Y,,., r €
[0, +0), kiime degerli doniigiimiiniin L, sabiti ile Lipschitz
stirekli oldugu kanitlanacaktir.

Teorem 4.1. Sabitlenmis p > 1 i¢inr - Y, ., v € [0, +0),
kiime degerli doniigiimii L, sabiti ile Lipschitz siireklidir,

yani keyfi r; € [0, 4+0) , 1, € [0, +0) igin
hp (Yp,r1 , Yp,rz) < L*lrl - er
esitsizligi dogrudur. Burada L, sayisi (6) ile tanimlidir.

Kanit. Genelligi bozmaksizin r; < 1, oldugunu varsayalim.
Bu durumda
Y,

p.r1

cY,

p.r2

()

olur. Simdi keyfi y.(-) €Y,,, yoriingesi alahm ve bu
yoriingenin - w,(-) € W, ,, miimkiin kontrol fonksiyonu
tarafindan tretildigini varsayalim.

w(s) = SEE,

(8)

"
— W, (S);
2

w(-):E > R™ kontrol fonksiyonu
tanimlayalim. w,(-) € Wy, oldugundan, 8)
esitliginden W (-) € W, oldugu bulunur. (1) sisteminin
J(-):E - R™ yoriingesinin, W(-) € W,,. kontrol fonksiyonu
tarafindan iretilen yoriinge oldugunu varsayalim. O halde
y() €Y,, olur. 2.A, 2B kosullarindan, w,(-) € W,,,
icermesinden, Holder esitsizliginden, (1), (2) ve (8) “den h.h.
w € E igin

olmak {izere yeni

I 7(w) — yu(w) IS ko(w) | §(w) — y.(w) |l

< j ey (@, )I5(5) — ¥.(5) lds
+Lk2(w,s)llﬂ7(s) —w.(s)llds

< a0 Il 7(@) = v.(@) | + j (@, 9IIF(s) = y.(5)llds
+ j la(@,9) [ w.(6) = w.(5) s

= o 1 7(@) =y () I + f (@, 9)I17() = 3.() s

N ¢}

— 7l f Ky (@, )W, (s) s
2 E

T,
1

<o ll §(w) — y(w) Il + <f ky (w, s)qu>q
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1

: ( f 15Gs) - y*(s>||Pds>p

(f ky(w, s)quf .

< Il §(w) — y.(w) |l

1

+ (f ki (o, S)qd5>q Ny =y Ol
E

(f k;(w, s)‘his)a Ty

=ao Il y(@) = y.(w) |

1

( f ||w*(s)||Pds)"

Iy — 73]

p)

Iy — 13

p)

+ (f ki (w, S)qd5>q YO =yl
E

q
+ry — 1y - (f ky(w, s)qu>
E

oldugu elde edilir. Buradan, h.h. w € E igin

Il ¥(w) = y.(w) IP

<377 Jag | 5 () — y.(w) 1P+ (f ki (w, S)qu>q

NFC) =y Ol + Iy =7l - (J ka(w, S)qd5>q

olur. Son esitsizligin E kiimesi iizerinde integralini alirsak,
(2) ve (3) ‘ten

17C) = y.Ollp <377 {af 17 = 2. Oll}

P
15O - 7. OIE - f ( f k(o s)qu)" do
E E

P
q
+|ry — 1P f (f kz(w,s)qu) dw
E E

= 3 (@250 2. OIL + @150 - .01,
+ aflrl - 7’2|p}

olarak bulunur. Elde ettigimiz son esitsizlik, 2.C kosulu ve (6)

‘dan
p—-1

paZ

17C) =y () Il <

Tl — 7y
[1-37"2(ag +af)]?

=L*'|r1_r2|

©)
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olur.
Béylece, (9) geregi, her y,(-) € Y, ,,, igin

15C) = 9. () lly < Lo+ |1y — 13

esitsizligini saglayacak bigimde () € Y, vardir. Buise

Y,

p.r2

cY,

T Liry =1l - Bp(l) (10)
olmasi demektir. Burada B, (1) kiimesi (5) ile tanimlidir. Son
olarak, teoremin kanitt (7) ve (10) kapsamalarindan elde

edilir.

5. SONUC

Yoriingeler kiimesinin ~ kontrol  kaynagin  simirini
belirleyen r parametresine Lipschitz strekli bagimliligt,
kontrol siirecin matematiksel modelinin olusumunda r
parametresinin bulunmasinda olusabilecek kiiclik hatalarin,
kontrol sistemin yoriingeler kiimesini az etkileyecegini
gostermektedir. Yorlingeler kiimesinin ¢api i¢in elde edilmis
ist degerlendirme, yoriingelerin sifir kontrol kaynak
kullanarak elde edilmis yoriingeden maksimal kaymay1
Ongormeyi saglar.
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